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大気・海洋中に現れる安定密度成層下の流れ（海洋混合層など）では乱流運動により内部重力波が誘起される．

内部重力波は乱流中のエネルギを遠方まで伝搬するほか，砕波により乱流が生成され運動エネルギの散逸や異な

る密度を持つ流体の混合を引き起こす．本課題では丘陵地形を過ぎる安定密度成層流れで生じる内部重力波に関

する直接数値計算を実施した．内部重力波の砕波により発生した乱流は時間の経過とともに統計的に定常な状態

に至った．乱流塊をポテンシャル渦により抽出し，乱流塊と外部を分ける界面近傍の流れ場を調査した．乱流から

外部領域にかけて界面近傍でポテンシャルエンストロフィが大きく減少した．この減少はコルモゴロフスケール

の 10 倍程度の幅の領域で生じ，乱流塊と外部領域を分ける層領域が非常に薄いことが確認された．界面近傍の乱

流の最小長さスケールは乱流塊内部のものよりも大きいこと，また界面近傍ではより小さいスケールにまで浮力

による乱流抑制効果が及ぶことがわかった．浮力レイノルズ数分布から乱流塊内部では小スケールの活発な乱流

が存在するが，界面近傍や外部において乱流運動が浮力によりが著しく抑制されていることが明らかとなった． 
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1. 緒論

大気や海中では温度や塩分濃度の分布により安定な密

度成層が形成される[1]．安定密度成層下では鉛直方向の

乱流運動が抑制されるものの，小スケールの乱流が局所

的に存在する．乱流内では物質やエネルギの活発な混合

が生じるため，乱流塊の空間的な分布が流れ場全体の特

性に大きな影響を与えている[2]．そのため，安定密度成

層下の乱流塊の空間分布は乱流プラントル数などの計算

パラメータのモデル化[3]においても重要な要素となる．

安定密度成層中の流体は浮力を復元力とする内部重力波

を伝播させ，内部重力波は砕波により局所的な乱流塊を

生成することが知られている．乱流塊と外部の層流（内部

重力波）領域は薄い乱流・非乱流界面層によって隔てられ

ており，乱流塊の空間発展において乱流・非乱流界面層近

傍の乱流特性が重要な役割を果たすことが知られている． 

本課題では安定密度成層下の乱流の空間発達機構を明

らかにするため，丘陵地形を過ぎる安定密度成層流れに

おける内部重力波砕波の直接数値計算を行った．本課題

で得られた大規模数値計算データベースの解析により，

乱流塊の乱流・非乱流界面層について調査した． 

2. 内部重力波の砕波の直接数値計算

安定密度成層下における丘陵地形上の流れの直接数値

計算（図 1）を行った．鉛直方向に一定の密度勾配𝑑�̅�/𝑑𝑧

を持つ流体が高さℎ0の丘陵地形上を通過することで内部

重力波が誘起され，砕波により乱流への遷移が生じる[4]．

流入境界における一様流の速度を𝑈0と表す．位置，時間，

速度，圧力の無次元量を𝑥𝑖 = �̃�𝑖/ℎ0 , 𝑡 = �̃�/(ℎ0/𝑈0), 

𝑢𝑖 = �̃�𝑖/𝑈0, 𝜌 = �̃�/ℎ0(−𝑑�̅�/𝑑𝑧), 𝑝 = 𝑝/𝜌0𝑈0
2と定義す

る(̃は有次元量を表す)．𝜌0は密度の代表値である．

流れ方向を𝑥,鉛直上方向を𝑧，スパン方向を𝑦とする．

丘陵の高さℎ0に対し，各方向の計算領域の大きさを

(𝐿𝑥, 𝐿𝑦 , 𝐿𝑧) = (100ℎ0, 10ℎ0, 10ℎ0)とした．丘陵地形の形

状を余弦関数により 

𝑧ℎ(𝑥) =
ℎ0

2
[1 + cos (

𝜋�̃�

𝑎
)]  (|𝑥| ≤ 𝑎) 

により与えた．𝑎は地形の傾斜を表すパラメータであり，

𝑎 = 𝜋とした．計算領域の底面は丘陵部分を除いて滑り壁

条件とし，丘陵部分には滑り無し条件を埋め込み境界法

により課した．速度𝑈0の一様流を流入の境界条件に与え，

流出部には対流流出境界条件を用いた．計算領域上面を

滑り壁とした．𝑦方向には周期境界条件を課した．また，

図 1 の灰色で示す領域にスポンジ領域（𝐿𝑥𝑠𝑝 =

25ℎ0, 𝐿𝑧𝑠𝑝 = 2ℎ0）を設け，二次精度のローパスフィルタ

を計算される物理量に適用することで，計算領域境界で

の内部重力波の反射を抑制した．計算対象とする流れ場

のレイノルズ数，フルード数，プラントル数は以下のよう

に定義される． 

𝑅𝑒 = 𝑈0ℎ0/𝜈, 

𝐹𝑟 = 𝑈0/ℎ0𝑁𝑏, 

図 1 丘陵地形上流れの直接数値計算 
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𝑃𝑟 = 𝜈/𝜅. 

ここで，𝜈は動粘度，𝑁𝑏 = √−(𝑔/𝜌0)𝑑�̅�/𝑑𝑧は浮力周波数，

𝑔は重力加速度，𝜅は密度場に対する拡散係数である．本

課題では𝑅𝑒 = 2000, 𝐹𝑟 = 0.6, 𝑃𝑟 = 1として数値計算を

行った． 

支配方程式はブシネスク近似を施したナビエ・ストー

クス方程式であり，無次元化された各物理量により以下

のように表される．

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0, 

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
= −

1

𝜌0

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗
−

1

𝐹𝑟2 𝜌′𝛿𝑖3, 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑗

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑗
=

1

𝑅𝑒𝑃𝑟

𝜕2𝜌

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗
, 

図 2 砕波により発生した乱流塊近傍のエンストロフィ分布（黒色：丘陵部） 

(a) 𝑡 = 60,(b) 𝑡 = 70,(c) 𝑡 = 80,(d) 𝑡 = 90,(e) 𝑡 = 100.

図 3 砕波により発生した乱流塊のポテンシャルエンストロフィ分布（黒色：丘陵部） 

(a) 𝑡 = 60,(b) 𝑡 = 70,(c) 𝑡 = 80,(d) 𝑡 = 90,(e) 𝑡 = 100.
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ここで，𝜌′ = 𝜌 − �̅�は密度変動，𝛿𝑖𝑗はクロネッカのデルタ

である．これらの式を有限差分法に基づく計算コード[5-

8]により数値的に解いた．空間離散化には二次精度の中

心差分，時間積分に三次精度のルンゲ・クッタ法，圧力の

ポアソン方程式の求解には BiCGSTAB法を用いた．各方向

の格子点数を(𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧) = (4000,1000,1000)とした．

3 計算結果 

図 2 に内部重力波の砕波により発生した乱流近傍のエ

ンストロフィ𝜔2/2 = (𝝎 ⋅ 𝝎)/2の分布を示す(𝝎:渦度ベ

クトル)．内部重力波の規則的なエンストロフィの分布が

見られる．丘陵の上方下流域に内部重力波により発生し

た乱流が存在することが，不規則なエンストロフィの分

布から分かる．また，その下には丘陵地形を通過し剥離し

た流れ（ロータ渦）に起因する乱流が現れる．図 2と同じ

位置・時刻におけるポテンシャルエンストロフィΠ2/2 =

(𝜔 ⋅ ∇𝜌)2/2の分布を図 3に示す．Π2/2は内部重力波によ

り伝搬されないため，Π2/2は乱流塊内部でのみ大きい値

を持つ[7]．Π2/2の分布から砕波により発生した乱流分布

は時間的に変動していることがわかる．

図 1（e）の四角で示した領域に現れる乱流塊の解析を

行った．ポテンシャル渦|Π|に対する閾値Πthを用いて，乱

流塊を|Π| ≥ Πthの領域として検出した．ここで，文献 7に

従い，Πthの値は閾値と検出される乱流領域の体積の関係

から決定した．解析対象とする領域内（図 1eの四角）の

体積平均を用いて定義される各方向の速度変動の分散の

時間変化を図 3 に示す．𝑡 ≈ 10から25にかけて内部重力

波の砕波が生じ速度変動が増加する．十分に時間が経過

すると速度変動分散が時間に依らずほぼ一定となる．以

下では乱流塊が統計的に定常となった𝑡 = 60以降の時間

平均を用いて計算した統計量について述べる． 

乱流塊と外部領域の境界として乱流・非乱流界面層が

検出できる．乱流塊の外縁を表す等値面|Π| = Πthを原点

とし，等値面に対して法線方向に界面座標𝜁𝐼を定義する．

ここで，𝜁𝐼 < 0が乱流塊内部，𝜁𝐼 > 0が外部となるように

𝜁𝐼の向きを定義する．等値面上の多数の点に対して界面座

標を定義し，各物理量の平均を𝜁𝐼の関数として求める．以

下ではこの平均を⟨∗⟩Iの記号により表す． 

図 4 はエンストロフィ𝜔2/2とポテンシャルエンストロ

フィΠ2/2の平均値の界面近傍の分布を示す．横軸は乱流

塊内部のコルモゴロフスケール𝜂で無次元化されている．

乱流塊内部から外に向けてエンストロフィとポテンシャ

ルエンストロフィの平均値が減少する．図 1 からわかる

ように，乱流塊外部においても内部重力波の存在のため

𝜔2/2 ≈ 0とならない．一方，ポテンシャルエンストロフ

ィは乱流内でのみ大きい値をとる．したがって，界面近傍

での変化は⟨𝜔2/2⟩𝐼より⟨Π2/2⟩𝐼のほうが大きい．⟨Π2/2⟩𝐼

の分布から界面層の厚さは乱流場の最小スケールに関連

するコルモゴロフスケールの 10倍程度であることが確認

できる．

界面近傍の浮力周波数と運動エネルギの散逸率は 

𝑁𝐼 = √−(𝑔/𝜌0)⟨𝜕𝜌/𝜕𝑧⟩𝐼 

𝜀𝐼 = (2/𝑅𝑒)⟨𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗⟩
𝐼

と定義される（𝑆𝑖𝑗：変形速度テンソル）．𝑁𝐼と𝜀𝐼から計算

されるコルモゴロフスケール𝜂𝐼 = (𝑅𝑒3𝜀𝐼)−1/4とオズミ

ドフスケール𝐿𝑂𝐼 = √𝜀𝐼/𝑁𝐼
3の界面近傍の分布を図6(a)に

示す．オズミドフスケールより小さいスケールの乱流運

動は浮力により強く抑制される．乱流から外部に向かっ

て𝐿𝑂が減少することから，界面近傍ではより小スケール

まで浮力による乱流運動の抑制が生じる．一方，𝜂𝐼は乱流

内から外部に向かって増加しており，界面近傍の乱流の

特性長さスケールは乱流塊内部のものより大きいことが

わかる．これらのスケールに関連して浮力レイノルズ数

が𝑅𝑒𝑏𝐼 = (𝐿𝑂𝐼/𝜂𝐼)4/3により定義される．図 6(b)に界面近

傍の𝑅𝑒𝑏𝐼の分布を示す．乱流塊内部(𝜁𝐼/𝜂 ≤ 30)では

𝑅𝑒𝑏𝐼 ≈ 50となり，界面に向かって𝑅𝑒𝑏𝐼は減少する．界面

近傍では𝑅𝑒𝑏𝐼がさらに急激に減少し乱流外では𝑅𝑒𝑏𝐼 ∼ 1

となる． 𝑅𝑒𝑏𝐼 ≈ 50となる乱流内部には小スケール乱流が

存在し，界面近傍でその運動が浮力により大幅に抑制さ

れ，乱流外では図 2 に見られる内部重力波に伴う大スケ

ールの速度や密度場の変動が支配的となる．同様の𝑅𝑒𝑏𝐼

の分布が安定密度成層下の乱流後流において確認されて

おり[9]，砕波により生じる乱流塊であってもその外縁で

の浮力レイノルズ数の分布はせん断乱流のものと類似し

ていることがわかる． 

図 4 乱流塊中の速度変動分散 

図 5 界面層近傍のエンストロフィとポテンシャル

エンストロフィの平均値の分布
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The breakdown of internal gravity waves in a stably stratified fluid generates turbulence, which promotes the mixing of mass,

momentum, and energy. This project investigates turbulence generated by the internal gravity wave breakdown. Direct

numerical simulation is performed for a stably stratified flow over a two-dimensional hill. The breakdown of the internal gravity

wave excited over the hill generates the turbulent patch. The turbulent patch possesses large potential enstrophy, which is almost

0 outside the patch as the internal gravity wave does not propagate the potential enstrophy. The potential enstrophy is also used

for detecting the interface that separates the turbulent patch and the outer region with internal gravity waves. The buoyancy

Reynolds number is large in the turbulent patch, where small-scale turbulence exists. However, it rapidly decreases across the

interface, which indicates that turbulent motions at the interface are suppressed for almost all length scales by the stable

stratification.
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1. Direct numerical simulation of turbulence

generated by the breakdown of internal gravity waves

Direct numerical simulation (DNS) is performed for a stably-

stratified flow over a two-dimensional hill. Figure 1 shows the 

schematic of the flow, where the inflow on one side of the 

computational domain has a constant velocity 𝑈0 . A constant 

background density gradient 𝑑�̅�/𝑑𝑧  is assumed in the flow. 

Fundamental characteristics of this flow were studied by DNS in 

[1]. The streamwise, spanwise, and vertical directions are 

denoted by 𝑥 , 𝑦 , and 𝑧 , respectively. We introduce the 

following normalized variables: position 𝑥𝑖 = �̃�𝑖/ℎ0; time 𝑡 =

�̃�/(ℎ0/𝑈0) ; velocity 𝑢𝑖 = �̃�𝑖/𝑈0 ; density 𝜌 = �̃�/ℎ0(−𝑑�̅�/

𝑑𝑧); pressure 𝑝 = 𝑝/𝜌0𝑈0
2, where 𝜌0 is a constant reference

density and ̃  represents a dimensional variable.

The hill with the height ℎ0  is located at the center of the 

bottom boundary. The shape of the hill is given by  

𝑧ℎ(𝑥) =
ℎ0
2
[1 + cos(�̃�)]      (|𝑥| ≤ 𝜋). 

The computational domain size is (𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧) =

(100ℎ0, 10ℎ0, 10ℎ0) . Non-slip boundary conditions are 

applied on the hill with an immersed boundary method while slip 

boundary conditions are applied to other parts of the bottom 

boundary and the top boundary. The convective boundary 

conditions are used for the outflow boundary. Periodic boundary 

conditions are applied in the 𝑦 direction. The grey region in Fig. 

1 is a sponge zone, where a 2nd-order low pass filter is used for 

suppressing spurious reflections of internal gravity waves at the 

boundaries, where 𝐿𝑥𝑠𝑝 = 25ℎ0 and 𝐿𝑧𝑠𝑝 = 2ℎ0.

The governing equations are the incompressible Navier-

Stokes equations within the Boussinesq approximation. The flow 

is characterized by three non-dimensional parameters: Reynolds 

number 𝑅𝑒 = 𝑈0ℎ0/𝜈 ; Froude number 𝐹𝑟 = 𝑈0/ℎ0𝑁𝑏 ;

Prandtl number 𝑃𝑟 = 𝜈/𝜅. Here, 𝜈 is the kinematic viscosity, 

𝑁𝑏 = √−(𝑔/𝜌0)𝑑�̅�/𝑑𝑧 is the buoyancy frequency, 𝑔 is the 

gravitational accelatation, and 𝜅 is the diffusivity coefficient in 

the density transport equation. The DNS is conducted for 

(𝑅𝑒, 𝐹𝑟, 𝑃𝑟) = (2000,0.6,1).  

The DNS code is based on a finite difference method. The code 

employs the 3rd-order Runge-Kutta method for temporal 

discretization and 2nd-order central difference for spatial 

discretization. The Poisson equation for pressure is solved with 

the BiCGSTAB method. This code was also used in our previous 

studies on stably stratified turbulence [2-5]. The number of grid 

Figure 1  DNS of a flow over a two-dimensional hill. 
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points in each direction is (𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧) = (4000,1000,1000).

2. Flow visualization

Figure 2 visualizes the turbulent patch generated by the 

breakdown of internal gravity waves over the hill. Figure 2(a) 

shows a contour plot of enstrophy 𝜔2/2 = 𝝎 ⋅ 𝝎/2, where 𝝎

is a vorticity vector. The turbulent patch appears in the middle of 

the internal gravity wave around the center of the figure as 

visualized by the enstrophy pattern associated with small-scale 

fluctuations of turbulence. The turbulence also arises beneath the 

turbulent patch because of the separated flow behind the hill. 

Figure 2(b) shows potential enstrophy Π2/2 = (𝝎 ⋅ ∇𝜌)2/2 .

The potential enstrophy is not directly influenced by buoyancy 

and does not propagate with the internal gravity waves. Therefore, 

Π2/2 is large only in the turbulent regions in Fig. 2(b). 

3. Turbulent/non-turbulent interface

The turbulent patch is further investigated in the region in the 

white box in Fig. 2(b). The turbulent patch is detected as the 

region of |Π| ≥ Πth, where the threshold is determined by the 

dependence of the detected turbulent volume on Πth [4]. Then, 

the interface between the turbulent patch and the outer non-

turbulent region is obtained as the isosurface of |Π| = Πth. We 

define the local coordinate 𝜁𝐼  whose origin is located on the 

isosurface of |Π| = Πth.  The direction of 𝜁𝐼  is the interface 

normal direction. Here, 𝜁𝐼 < 0 and 𝜁𝐼 > 0 are located in the 

turbulent and non-turbulent regions, respectively. Averages taken 

conditioned on 𝜁𝐼 are denoted as ⟨∗⟩𝐼 .The buoyancy Reynolds 

number near the interface can be defined as 𝑅𝑒𝑏𝐼 = 𝜀𝐼/𝜈𝑁𝑏𝐼
2

with the kinetic energy dissipation rate 𝜀𝐼  and the buoyancy 

frequency:  

𝜀𝐼 = (2/𝑅𝑒)⟨𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗⟩𝐼
,

𝑁𝐼 = √−(𝑔/𝜌0)⟨𝜕𝜌/𝜕𝑧⟩𝐼 . 

Figure 3 shows the buoyancy Reynolds number near the interface, 

where the coordinate 𝜁𝐼 is normalized by the Kolmogorov scale 

in the turbulent region. The turbulent patch for 𝜁𝐼 ≤ −30𝜂 has 

an almost constant value of 𝑅𝑒𝑏𝐼 ≈ 50, which is high enough 

for small-scale turbulence to exist under stable stratification. 

𝑅𝑒𝑏𝐼  gradually decreases as the interface 𝜁𝐼  is approached,

then rapidly drops to 𝑅𝑒𝑏𝐼 ∼ 1  near the interface. For these 

small values of 𝑅𝑒𝑏𝐼  for 𝜁𝐼 ≥ 0 , the stable stratification

suppresses turbulent motions at almost all length scales. This is 

also related to Fig. 2(a), where the outside of the turbulent patch 

exhibits the patterns of internal gravity waves without small-scale 

turbulence. A similar profile of 𝑅𝑒𝑏𝐼 was found in a turbulent

wake in a stably-stratified fluid [6] although the turbulent patch 

is generated by a different mechanism from the turbulent wake. 
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Figure 3 Buoyancy Reynolds number near the interface of 

the turbulent patch. 
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Figure 2  (a) Enstrophy and (b) potential enstrophy in a 

turbulent patch generated by an internal gravity wave 

breakdown. 
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