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1. はじめに

本研究課題は、材料によらず，連続体一般の挙動とエネ

ルギー散逸現象の統一的な扱いを可能にする新たな数値

解析手法の枠組みを構築し，エネルギー散逸を伴う連続

体の動的挙動を統一的に解析できる汎用数値解析手法の

開発を目指している． 

連続体の中でも特に流体の挙動は，その支配方程式であ

るナビエ・ストークス方程式が持つ非線型性により，解析

的な解を得ることが困難である．そのため，離散化したナ

ビエ・ストークス方程式を用いた数値解析が広く普及し

ている．しかしながら，離散化されたナビエ・ストークス

方程式に対して完全陽解法を用いると，すぐに発散して

しまうため，安定的な完全陽解法の開発は未だ困難であ

り，現在存在する数値解析手法は陰解法によるものだけ

である[1-3]． 

 そこで，本研究課題では，離散化されたナビエ・ストー

クス方程式に対するロバストかつ安定的な完全陽解法の

アルゴリズムを提案し，問題ごとのパラメータチューニ

ング（e.g., 安定化項[1,3]）やチューニングを必要とす

るモデル(e.g., 乱流モデル[1,4,5])を必要としない解

析手法の構築を行う． 

2. 離散的な定式化

3 次元領域Ωの節点{𝒙! ∈Ω	|	𝛼 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑁}を用

いた空間的な離散化を考える．このとき，適切な空間分割

図形は Delaunay 四面体{Ψ
"
	|	𝛽 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑀}である．

Ψ
"
の集合によって表される離散化された領域ΩをΩ0とす

ると，Ω0はΨ
"
の双対な図形であり，𝒙!を母点とする

Voronoi 分割Φ
!
の集合によっても表すことができる[9]． 

この空間分割を，ナビエ・ストークス方程式における場

の変数に適用すると，節点での時刻𝑡における密度と速度

はそれぞれ，𝜌!(𝑡) ≡ 𝜌(𝒙! , 𝑡)，𝑣#!(𝑡) ≡ 𝑣#(𝒙! , 𝑡)と表され

る．Voronoi 分割Φ
!
での質量保存則と運動量保存則を考

えると，	 𝜌!(𝑡)と𝑣#!(𝑡)に対する離散化された支配方程式

はそれぞれ以下のように与えられる．
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ここで，∆𝑡は時間ステップ，𝒙:	! ≡ 𝒙!–𝒗!(𝑡)∆𝑡，𝑚!(𝑡)は

Φ
!
の質量，Λ

!"
はΦ

!
∩Ψ

"
部分の体積をΦ

!
の体積で割

ったものである．また，∂Φ
!
∩Ψ

"
の外向き単位法線ベク

トルを𝑛#(𝒙)とすると， 

𝑠#
!" = L 𝑛#(𝒙)𝑑𝑆

)Φ
!
∩Ψ

"
(3) 

である．

3. 移流項の評価手法

離散化された支配方程式(1)と(2)において，質量の移

流𝜌(𝒙:	! , 𝑡)と速度の移流𝑣#(𝒙:	! , 𝑡)は，流体の局所的な並進

運動に対応した場の局所的な並進として表されるため，

これらの移流項は𝜌!(𝑡)と𝑣#!(𝑡)の空間的な補間に基づい

て数値的に評価することができる．節点に与えられた物

理量の空間補間方法に関しては様々な先行研究があり，

多くの手法が確立されているが[6-8]，いずれの手法にお

いても，線形補間に起因する数値粘性と高次補間による

節点間での振動とのバランスを上手くコントロールしな

ければならない．

ここでは，場の不適切な空間補間により発生する数値

不安定を避けるため，節点間で発生する変数値のオーバ

ーシュートを完全に抑制する必要がある．そこで，本研究

では，高次の空間補間によって与えられる移流項の値に

対し，以下のようなサプレッサーを適用する．

𝜌(𝒙:	! , 𝑡)

= P
𝜌H! 	for T𝜌H! − 𝜌!(𝑡)U T𝜌L! − 𝜌!(𝑡)U > 0

𝜌S! 		for T𝜌H! − 𝜌!(𝑡)U T𝜌L! − 𝜌!(𝑡)U ≤ 0

𝑣#(𝒙:	! , 𝑡)

= P
𝑣#H! 		for T𝑣#H! − 𝑣#!(𝑡)U T𝑣#L! − 𝑣#!(𝑡)U > 0

𝑣#S! 		for T𝑣#H! − 𝑣#!(𝑡)U T𝑣#L! − 𝑣#!(𝑡)U ≤ 0

ここで，𝜌L!，𝜌H!，𝜌S!はそれぞれ𝜌(𝒙:	! , 𝑡)のうち，線形
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補間によるもの，高次の補間によるもの，サプレッサー付

きの高次の補間によるものである．𝑣#L!，𝑣#H!，𝑣#S!につい

ても同様である． 
以上の節点間のオーバーシュートの抑制に加え，本手

法では補間にはもう一つの制約条件「Ψ
"
の重心での補間

された値は，Ψ
"
の頂点（節点）での値の平均値と一致し

なければならない」が必要である．ここではこれを重心制

約条件と呼ぶ．数値粘性が解析において許容できる程度

であり，この重心制約条件を満たす補間手法として，３次

のエルミート補間を𝜌H!と𝑣#H!の数値的な評価に用いる．

３次のエルミート補間を適用した際の各変数の詳細な表

現方法は本稿では割愛する． 

 
4. 時間積分 

離散化された時間ステップを𝑡(/) ≡ 𝑘∆𝑡，𝒙:	!(/) ≡ 𝒙! −
𝒗!Y𝑡(/)Z∆𝑡とすると，支配方程式(1)と(2)で表される系に

対するシンプレクティックオイラー法による時間積分ア

ルゴリズムはアルゴリズム1のようになる．ただし，ここ

で，この完全陽解法による時間積分が，∆𝑡 < dtmaxを満た

す全ての時間ステップに対して安定になるようなdtmaxが
存在する． 

 

アルゴリズム1．時間積分アルゴリズム 

 

4. 数値解析例 

本提案手法を用いた水の流れに関する数値解析例を示

す．ここでは，水の状態方程式として以下を用いる． 

𝑝(𝒙, 𝑡) = 𝑝4 +𝐾
𝜌(𝒙, 𝑡) − 𝜌4
𝜌(𝒙, 𝑡)

(4) 

ここで，𝑝4は大気圧，𝐾は水の体積弾性率，𝜌4は大気圧下
の静止した水の質量密度である．運動量保存則には，

𝑝(𝒙, 𝑡)は空間勾配をとった形で現れるので，数値解析にお

いて𝑝4 = 0とすることができる．全ての数値解析例にお

いて，25∘C の水の物性値，𝜌4 = 997.05[kg/m3]， 𝐾 =
2.26[GPa]，𝜆 = 2.4 × 1078[Pa ⋅ s]，𝜇 = 0.89 × 1078[Pa ⋅
s]を用いる． 

一つ目の解析例は円管内にある球の周りの流れ（Sと呼

ぶ），二つ目の解析例は矩形管内にある円柱周りの流れ

（C1と呼ぶ），三つ目の解析例は矩形管内にある並んだ 2

本の円柱周りの流れ（C2 と呼ぶ）である．それぞれの解

析において，管への流入速度は，流れが安定（-sで示す），

不安定だが乱流ではない（-uで示す），乱流（-tで示す）

になるように設定する．そのため，ここでは合計9つの解

析結果（S-s, S-u, S-t, C1-s, C1-u, C1-t, C2-s, C2-

u,C2-t）を示す． 

 

図1. 流線（上部）と速さのコンター図（下部）のスナッ

プショット ． [S-s, C1-s, C1-u, C2-s, C2-u]: 

t=80.0[sec]，[S-u]: t=16.0[sec]，[S-t, C1-t, C2-t]: 

t=0.8[sec]．コンタースケールの単位は全て [m/s]． 

 

図 1 に，それぞれの解析における流線と流れの速さの

コンター図のスナップショットを示す．球および円柱周

りの流れについては既によく知られているが，図 1 の結

果の多くでも同様の流れを再現することができている． 

ここで，C1-s および C2-sにおける流線に着目すると、 

C1 と C2 の問題設定では深さ方向に均一なため平面的な

流れが発生することが予想されるが，その予想に反し，

C1-s と C2-s の流線には垂直方向の竜巻状の流れが形成

される．これは、円柱後方の双子渦領域内に，水平速度成

分に比べて大きさは非常に小さいが垂直方向の速度成分

が存在するためである．また，これらの流線は、定常状態

に達した後，全ての時間ステップでほぼ同一となる．した

がって，双子渦領域に入ったトレーサ粒子は円柱後方で

螺旋状の軌道を辿ることで，偶然双子渦領域内から出る

まで渦領域内に長時間囚われると予想される． 

また，C1-u の解析では，カルマン渦列形成の全過程が

再現されており，過渡的な過程で垂直方向の位相差がど

のように消失し，ほぼ 2 次元の流れに発展するかが明ら

かになっている． 

C2-u では，2 本の円柱後方で発生するカルマン渦列が

相互に干渉することで，対称的な流れ，対称性の破れ，そ

してカオス的な乱流に至る過程を見ることができる．こ
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のカオスは、流れの中で周期的な構造（i.e., 隣接するカ

ルマン渦列）が干渉することによって現れ，１本の円柱周

りの流れが乱流となるレイノルズ数よりもかなり低いレ

イノルズ数で乱流が観察される． 

 

5. まとめ 

本研究では，ナビエ・ストークス方程式を，並進運動場

に重ね合わされた減衰を伴う体積波の波動方程式のオイ

ラー記法として解釈し，扱えることを示した．これはつま

り，流体の様々な運動（定常流、周期的流れ、カオス的流

れ、乱流など）が，物質の並進運動，体積波の伝播，およ

び粘性減衰の相互作用の単純な結果として解釈できるこ

とを示している．この解釈に基づき、本研究では，離散化

されたナビエ・ストークス方程式のための安定的な完全

陽解法を構築し，すべてのタイプの流れに適用可能な単

一のコンピュータコードを開発した． 

本手法では，圧力場𝑝(𝒙, 𝑡)を独立変数として扱うのでは

なく，状態方程式を用いて質量密度場𝜌(𝒙, 𝑡)の従属変数と

して定式化したことで，安的的な陽解法を実現している．

また，問題ごとのパラメータチューニングやチューニン

グ可能なモデルを含んでいない． 

この手法を用いた解析では，パラメータチューニング

やモデルチューニングなしに，球体や円柱周りの流れの

形が流入速度に応じて，双子渦，カルマン渦，乱流と変化

する様子を再現することができた．今後は本手法をより

複雑な問題設定にも適用し，手法の妥当性のさらなる検

証を進めていく予定である． 
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